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1. GLAVNI CILJI NASTAVNOG SATA

Ucenici ¢e usvojiti pojmove ekstrem, lokalni minimum i lokalni maksimum, te usvojiti
postupak nalaZenja ekstrema funkcije 1 odredivanje karaktera ekstrema uz pomo¢ prve
derivacije funkcije.

2. OCEKIVANA UCENICKA POSTIGNUCA

Ucenici Ce:

povezati odredivanje stacionarnih tocaka i monotonosti funkcije s odredivanjem
ekstrema funkcije,

razlikovati karakter ekstrema (minimum, maksimum)

usvojiti postupak nalazenja lokalnih ekstrema

razvijati vjestinu komunikacije u skupini

3. KORELACIJE UNUTAR MATEMATIKE | S DRUGIM NASTAVNIM
PREDMETIMA

Fizika —povezivaje s odredivanjem najvece/najmanje udaljenosti ¢estice od ishodista u nekom

vremenskom intervalu <0,t> pri ¢emu je polozaj Cestice u odnosu na ishodiste opisan

funkcijom; odredivanjem maksimalne visine na koju je hitac (kamen) stigao kod vertikalnog
hitca (bacanja kamena vertikalno uvis),

Informatika / Novinarska grupa — povezivanje s odredivanjem dimenzija postera zadane
povrsine uz standardne uvjete na margine kako bi povrsina sa slikom bila maksimalna,

Matematika — geometrija — povezivanje s odredivanjem najmanjeg/najve¢eg moguceg opsega
geometrijskog lika zadane povrSine; odredivanjem najmanjeg/najve¢eg moguceg oplosja
geometrijskog tijela zadanog volumena (problem optimizacije)

4. TIP NASTAVNOG SATA
Sat obrade.
5. NASTAVNI OBLICI

Diferencirana nastava u obliku individualnog rada, diferencirana nastava u obliku rada u
skupini.

6. NASTAVNE METODE
- prema izvorima znanja: metoda dijaloga, metoda demonstracije, metoda crtanja

- prema oblicima zakljucivanja: metoda analize i sinteze, metoda analogije, heuristicka
metoda



7. NASTAVNA SREDSTVA
- udzbenik
- GeoGebra prezentacija (Prilog 1, Prilog 2, Prilog 3)
- nastavni listi¢ (Prilog 4)

8. NASTAVNA POMAGALA

Ploca, kreda, kreda u boji, PC rac¢unalo, LCD projektor.

9. LITERATURA

- Daki¢, B., Elezovi¢, N.: ,,Matematika 4: udzbenik i zbirka zadataka za 4. razred
tehnickih skola “, Element, Zagreb, 2001.

- Kurepa, S., Kurepa, A., Hrncevié, J., Sarapa, N.: ,,Matematika 4: udzbenik 1 zbirka
zadataka za 4. razred prirodoslovno-matemati¢ke gimnazije “, Skolska knjiga, Zagreb,
2001.

- Antolis, S., Copi¢, A., Antonci¢, N. : ,,Matematika 4: udzbenika sa zbirkom zadataka
za 4. razred opée, jezi¢ne i klasi¢ne gimnazije, 2. dio“, Skolska knjiga, Zagreb, 2008.



MAKROPLAN

Motivacijski primjer: lokalni minimum i lokalni maksimum

L

NuZzdan uvjet za lokalni ekstrem

L

Aktivnost: Otkrivanje dovoljnih uvjeta za postojanje ekstrema i postupka za
odredivanje lokalnih ekstrema

L

Primjena postupka za odredivanje ekstrema

4L

Domaca zadaca




MIKROPLAN
UVODNI DIO SATA (10 min)
- upisivanje nastavne jedinice i odsutnih uc¢enika u dnevnik rada

- metodom dijaloga ponoviti s u¢enicima pojmove vezane za monotonost funkcije (kad
funkcija raste na intervalu <a,b>, kad funkcija pada na intervalu <a,b> ), ponoviti koje
toCke nazivamo stacionarnim toCkama, ponoviti geometrijsko znaenje derivacije

funkcije u tocki ( Sto kada je vrijednost derivacije jednaka 0), te postupak odredivanja
intervala monotonosti

GLAVNI DIO SATA (30 min)

- zapoceti s motivacijskim primjerom — ucenici odreduju stacionarne tocke i intervale
monotonosti za funkciju f(x)=x®>-3x+3 nakon &ega ufenicima uz pomo¢
projektora prikazujem ggb prezentaciju na kojoj je prikazan graf funkcije
f(x) =x*-3x+3. (Prilog 1)

- ucenicima pokazujem tablicu vrijednosti funkcije za odredene vrijednosti varijable x
na intervalu <— 2.5, 2.5> , te tablicu tijeka funkcije i metodom dijaloga usporedujemo

dobivena rjeSenja mijenjajuéi vrijednosti varijable x (lijevo i desno od dobivenih
stacionarnih toc¢aka)

- od ucenika trazim da mi opiSu ponasSanje funkcije f u okolini tocaka X, =—11 X, =1
(dobivenih stacionarnih to¢aka), promatramo interval oko toc¢ke X, =-1, odnosno

X, =1 1 pitam ih $to mi mogu re¢i o vrijednosti funkcije na tom intervalu

- ucenici zakljuCuju da u intervalu oko X; funkcija poprima najvecu vrijednost bas u
tocki X;, odnosno u intervalu oko x, funkcija poprima najmanju vrijednost bas u
tocki X,

- uvodim pojam lokalni minimum/maksimum za proizvoljnu funkciju f, te pojam
ekstrem funkcije

- ispisujem naslov

- ucenicima napominjem da je X, toc¢ka u kojoj funkcija f postize lokalni

minimum/maksimum, a da je f(X,) lokalni minimum/maksimum funkcije (Prilog 2)

- ponovno se vracamo na pocetni primjer (ggb prezentaciju) i napominjem ucenicima
da rije¢ ,,lokalni“ oznacava da je vrijednost funkcije u toj tocki veca (ili manja) od
vrijednosti u svim susjednim tockama, ali to ne mora biti najveéa (najmanja)
vrijednost funkcije na ¢itavom podrucju definicije (Prilog 1, Prilog 2)

- nadalje, u€enike pitam $to mi mogu re¢i o monotonosti funkcije f lijevo/desno od
tocke X, =—1, odnosno tocke X, =1, te im pokazujem polozaj tangente u tockama na
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intervalu <— 2.5,2.5> zadrzavajuc¢i se malo duZze u to¢kama koje smo dobili kao

vrijednosti stacionarnih toc¢aka (ucenici uocavaju da je tangenta paralelna s x-0Si),
pitam ih $to znaju o vrijednosti prve derivacije U tocki u kojoj je tangenta paralelna s
X-0si , dolazimo do zakljucka da ako funkcija f poprima u X, lokalni ekstrem i ako f

ima derivaciju u toj tocki, tada vrijedi da je f'(x,)=0.

- ispisujem nuzan uvjet za lokalni ekstrem na plocu (naglasavam da tvrdnja ne vrijedi u
oba smjera, odnosno da su za derivabilne funkcije tocke ekstrema nuzno i stacionarne
tocke, no da stacionarna tocka ne mora biti tocka ekstrema funkcije; kako bi ucenici
samostalno zakljucili kada ¢ée stacionarna toCka X, biti tocka lokalnog ekstrema

prelazimo na sljedecu aktivnost

Aktivnost: Otkrivanje dovoljnog uvjeta za postojanje ekstrema i postupka za
odredivanje lokalnih ekstrema

Cilj aktivnosti:

Ucenici ¢e ,otkriti“ kako odrediti karakter stacionarne tocke uz pomo¢ prve derivacije
(dovoljan uvjet za postojanje ekstrema) te postupak odredivanja lokalnih ekstrema.

Nastavni oblik:
Diferencirana nastava u obliku individualnog rada i rada u skupini.
Nastavna metoda:
- prema izvorima znanja: metoda crtanja, metoda rada na zadacima
- prema oblicima zaklju¢ivanja: metoda analize i sinteze
Potreban materijal:
- nastavni listi¢
Tijek aktivnosti:

Ucenici ¢e dobiti nastavne listice na kojima su ispisane Cetiri funkcije (za svaku grupu jedna
funkcija) Zadatak ucenika je nacrtati graf jedne od tih funkcija (one funkcije koja mu je
zaokruzena) te odrediti stacionarne tocke funkcije, intervale monotonosti i karakter
stacionarne toC¢ke. Dobivene rezultate upisuje u tablicu koja se nalazi na nastavnom listi¢u u
redak u kojem se nalazi ,,njegova“ funkcija, a ostatak tablice popunjava nakon izlaganja
dobivenih podataka drugih grupa. Po zavrsetku i komentiranju dobivenih rezultata u¢enicima
pokazujem rezultate na ploc¢i za projiciranje (Prilog 3) Nastavni listi¢ nalazi se u prilogu ove
pripreme. (Prilog 4).

RjeSenje nastavnog listi¢a
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1. Stacionarne toc¢ke:

A) x=2 C) x=1
B)x=§ D) x=1
2

2. Intervali monotonosti:

A) interval pada : <— 0, 2>, interval rasta <2,oo>
. 5 . 5
B) interval pada : EOO> interval rasta —oo,E

C) interval rasta <— oo,oo>

D) interval pada <— 00, 90}



lijevo od xo | desnood xo | karakter tocke
A derivacija f'(x)<0 f'(x)>0 minimum
B derivacija f'()>0 | f'(x)<0 maksimum
C derivacija f'x)>0 | f'(x)>0 nije ekstrem
D derivacija f'(x)<0 f'(x) <0 nije ekstrem

Nakon $to ucenicima prikazem rezultate svih grupa na plocu za projiciranje ucenici moraju
zakljuciti sto je dovoljan uvjet za postojanje ekstrema. Nakon iskaza o nuznim i dovoljnim
uvjetima za postojanje ekstrema ucenici bi trebali samostalno zakljuciti kako ¢e odrediti
lokalne ekstreme (uociti korake za postupak odredivanje lokalnih ekstrema).

Kroz zadatke ucenici usvajaju i uvjezbavaju postupak odredivanja ekstrema:

ZADATAK 1. Odredite intervale monotonosti, tocke ekstrema i ekstremne vrijednosti
funkcije f(x)=x*—-2x>.

Rjesenje:

Derivacija funkcije je f'(x) = 4x® —4x = 4x(x* —1) = 4x(x —=1)(x +1).

Stacinarne toc¢ke su: X, =0,X, =1,X; =-1.

Na intervalu <— 0, —1> derivacija je negativna, znaci to je interval pada. Na intervalu <—1, O>
derivacija je pozitivna, dakle to je interval rasta. Na intervalu <0,1> derivacija je negativna,

dakle to je interval pada i na intervalu <1, oo> derivacija je pozitivna, dakle to je interval rasta.

Lijevo od tocke X, =—1 funkcija pada, a desno od X, =-1 funkcija raste, pa je u tocki
X = —1 lokalni minimum, a lokalni minimum je f(-1)=-1.

Lijevo od to¢ke X, =0 funkcija raste, a desno od x, =0 funkcija pada, pa je u toc¢ki X, =0
lokalni maksimum, a lokalni maksimum je f(0)=0.

Lijevo od tocke X, =1 funkcija pada, a desno od x, =1 funkcija raste, pa je u tocki X, =1
lokalni minimum, a lokalni minimum je f (1) =-1.

Napomena: Na kraju ovoga zadatka komentiram s ucenicima da su to¢ke x, =11 X; =-1

obje tocke u kojima se postize lokalni minimum. Funkcija moze imati viSe lokalnih
minimuma i maksimuma.

ZADATAK 2. Odredite intervale monotonosti, tocke ekstrema i ekstremne vrijednosti

funkcije f(x)=x+ %



Rjesenje:

x? -1

Derivacija funkcije je f'(x) =—;
X

Stacinarne tocke su: X, =-1,%x, =1
Funkcija raste na intervalima <—oo,—1> i <1,oo>, a pada na intervalu <—1,0> i <0,1> . Totka
lokalnog maksimuma je -1, a lokalni maksimum je f(-1) =-2. Tocka lokalnog minimuma
je 1, a lokalni minimum je f (1) =2.

Napomena: Ucenicima postavljam pitanje §to mi mogu re¢i o vrijednosti funkcije u
lokalnom maksimumu i lokalnom minimumu kako bi uocili da je minimum veéi od
maksimuma. Naglasavam im da je ovaj slucaj moguc jer je rije¢ o lokalnim ekstremima.

ZADATAK 3. Odredite intervale monotonosti, tocke ekstrema i ekstremne vrijednosti
funkcije f(x)=x®—-3x*—-24x+5.

RjeSenje:
Derivacija funkcije je f'(x) =3x? —6x—24=3(x—4)(x+2)
Stacionarne tocke su : X, =4,X, =—2

Funkcija raste na intervalima <—oo,—2> i <4,oo>, a pada na intervalu <—2,4>. Tocka

lokalnog maksimuma je -2, a lokalni maksimum je f(—2)=33. Tocka lokalnog minimuma
je 4, a lokalni minimum je f(4) =-75.

ZAVRSNI DIO SATA (5min)
- zadajem ucenicima domacu zadacu,
Domaca zadaca:
e zadatak 13.-1.), 2.), 3.) i 4.) te zadatak 15. s 55. stranice udzbenika
- metodom dijaloga ponoviti gradivo radeno na ovom satu
Ukoliko ostane jo§ vremena ucenici rjeSavaju zadatak :

ZADATAK 4. Odredite intervale monotonosti, tocke ekstrema i ekstremne vrijednosti

funkcije f(x) =

X2 +1
Rjesenje:

—x%+1

Derivacija funkcije je f'(X) = ———.
J I ) x* +2x% +1



Stacinarne tocke su: X, =-1,%X, =1

Funkcija pada na intervalima (—oo,—1) i (1,0), a raste na intervalu (—1,1). Totka lokalnog

minimuma je -1, a lokalni maksimum je f(-1)= —%. Tocka lokalnog maksimuma je 1, a
: . . 1
lokalni maksimum je f (1) = >

RjeSenja zadataka za domacu zadacu:

Zadatak 13. Odredi ekstreme sljedecih funkcija:
1. f(x)=12x-(3x-1)%;
2. f(X)=—x"+2x+3;
3. f(x)=x*-3x;
4, f(x)=2x>-6x>-18x+7
Rjesenja:
1. Tocka lokalnog maksimuma je 1, a lokalni maksimum je f (1) =8.
2. Tocka lokalnog maksimuma je 1, a lokalni maksimum je f (1) =4.

3. Tocka lokalnog maksimuma je -1, a lokalni maksimum je f(—1) =2 tocka lokalnog
minimuma je 1, a lokalni minimum je f (1) =-2.

4. Tocka lokalnog maksimuma je -1, a lokalni maksimum je f(-1) =-17, tocka
lokalnog minimuma je 3, a lokalni minimum f(3) =—4.

Zadatak 15. Odredi intervale monotonosti i ekstremne vrijednosti funkcija:

2_
1 f(x)=X 4x+4;
X+1
2
2. f(X):M
Xx—-1
Rjesenja:

1. Tocka lokalnog maksimuma je -4, a lokalni maksimum je f(—4)=-12 tocka
lokalnog minimuma je 2, a lokalni minimum je f(2) =0.

2. Tocka lokalnog maksimuma je -3, a lokalni maksimum je f(-3) =-3 tocka lokalnog
minimuma je 5, a lokalni minimum je f(5) =13.
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Prilog 1 GeoGebra (grafic¢ki prikaz)

Vrijednost varijable x

Tablica vrijednosti funkcije

x l72.5| -2 |71.5 -1 —0.5 0 ’0.5 I 1 I 1.5| 2 '2.5
f(x) —5.1' 1 I 4.1| 5 ’4.4| 3 ‘1.6‘ 1 ‘ 1.9‘ 5 '11.1
Tablica tijeka funkcije
€T —2.5 —1 1 2.5
5 11.1
F) / \ /
—5.1 1
F'(x) + 0 - 0o +
Prilog 2 GeoGebra (graficki prikaz)
yh
f(:r'(l) > f(cc),v:n e< a'ab >9$ ‘_/é o
LOKALNI
MAKSIMUM
fleo) [~~~ 7773
@) |- -
|
|
|
|
|
[ LOKALNI
: ' MINIMUM
| f(mﬁ) <I.f($)avw e<a,b>,x#x
| |
| |
ot L -
(o] T £

To

okolina tocke x
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Prilog 3 GeoGebra (graficki prikaz)

GRUPA A

flz) =z -4z +5

y

STACTIONARNA TOCKA : o = 2
DERIVACIJA  DERIVACIJA

LIJEVO OD DESNO OD
g &To

fz)<0 f(z)>0

b=5
GRUPA B —_—
flz) = —a* + 5z — 2
y
M
+
1
l
f’>0:
]
i
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I
|
0 g T

STACIONARNA TOCKA : To = 2
DERIVACIJA  DERIVACLIA

LIJEVO OD DESNO OD
o o

fiz)>0 flz)<0

GRUPA C
flx) =2 —322+ 3z +1

d=4
GRUPAD ——o—

fl2)=—a* 4+ 32> —32+3
Ty

f <o

STACIONARNA TOCKA: To = 1
DERIVACLJA  DERIVACIJA
LIJEVO OD DESNO OD
o T

f@)>=0 fz)>0
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STACIONARNA TOCKA : To = 1

DERIVACIJA = DERIVACIJA
LIJEVO OD DESNO OD
) o

fl@) <0 f'(x) <0



Prilog 4 Nastavni listi¢

1. Nacrtajte graf zadane funkcije

A) f(X)=x>-4x+5 B) f(X)=—-x*+5x-2

C) f(x)=x*-3x*+3x+1 D) f(x)=—x®+3x*>-3x+3

N

Odredite stacionarne tocke funkcije f.

3. Odredite intervale monotonosti.

4. Popuni tablicu za zadanu funkciju (u prvi i drugi stupac upisi vrijednost prve derivacije
funkcije u odnosu na nulu, a u treéi stupac o kojem ekstremu je rije¢ ukoliko ekstrem postoji):

lijevo od X, desno od X, karakter tocke
A derivacija
B derivacija
C derivacija
D derivacija
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